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周期为 （ ）≡ 1 mod4N 的平衡最优几乎二元序列对 

彭秀平 1，2，李红晓 1，2，王仕德 1，2，林洪彬 3 
（1.燕山大学信息科学与工程学院，河北 秦皇岛 066004；2.河北省信息传输与信号处理重点实验室，河北 秦皇岛 066004； 

3. 燕山大学电气工程学院，河北 秦皇岛 066004） 

摘  要： 基于组合设计理论，对周期为 1（mod 4）N ≡ 的平衡最优几乎二元序列对的构造方法进行了研究。根据（几

乎）二元序列对的不同组合，得出了最大互相关值分别为 1，2，3cθ = ，以此 cθ 值为前提，推导得出 3 种情况的自

相关理论界，并生成了 4 类满足互相关值和自相关理论界下界值的平衡（几乎）最优几乎二元序列对。所提构造

方法扩展了互相关值的取值范围并进一步降低了最优二元序列对的互相关值，且序列长度参数 f 可选择任意整

数，丰富了最优二元序列对的存在空间。 
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Abstract: Based on the combinatorial design theory， the constructions of balanced optimal almost binary sequence pairs 
of period 1（mod4）N ≡  were researched. The maximal cross-correlation values cθ were obtained by different combi-

nations of （almost） binary sequence pairs. Furthermore， three new bounds on the autocorrelation values under the precon-
dition of the value of =1，2，3cθ  were presented individually. Meanwhile， four types of balanced （almost） optimal almost 

binary sequence pairs were generated， which satisfied the cross-correlation values and autocorrelation theory bounds. 

Through the constructions， the range of the cross-correlation values is expanded and the cross-correlation value of the op-
timal binary sequence pairs is further reduced. More than odd， the value of sequence length parameter f can be any in-

teger， which enriches the existence space of the optimal binary sequence pair.   
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1  引言 

具有优良自相关特性的序列在线性系统参数

识别、实时信道估计、均衡和同步等领域都有广泛

应用[1]，另外一些应用领域如对抗多径干扰[2]、多

载波码分多址（ CDMA， code-division multiple 

access）、正交频分复用多址（OFDMA， orthogonal 
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frequency division multiple access）、雷达和测距系统

等不仅要求序列具备优良的自相关特性，也需具备

优良的互相关特性[3]。为了给序列设计提供一个理

论评判标准，国内外学者对序列设计相关性的理论

界限进行了研究[4-6]，其中，Shedd 等[6]推导了周期

自相关和互相关的理论界，并在周期自相关值和互

相关值之间进行了折中。Sarwate 界表明，不存在

一组序列同时具有优良自相关性和优良互相关性

以满足不同的应用需求。为此，国内外学者主要致

力于先设计自相关旁瓣值尽可能小的各类序列，再

研究它们的互相关性。当序列的自相关函数旁瓣值

全为 0 时，称这样的序列为最佳序列，然而现有的

最佳二元序列仅存在长度为 4 的情况，最佳四元序

列仅存在长度为 2、4、8 和 16 的情况[7]。基于此，

备受关注的是具有理想或优良自相关特性的（几

乎）二元[8-9]和（几乎）四元序列[10-11]及最佳多相序

列[12-14]的构造方法研究。由于最佳多相序列大量存

在，目前研究得到了一些满足 Sarwate 界最优的最

佳多相序列集[13]。同时，由于二元和四元序列在实

际应用中实现简单，学者们对这些具有优良自相关

特性的二元[15-16]和四元序列[17]的互相关特性也进

行了大量研究，然而这些序列的互相关值并不能达

到 Sarwate 界的下界值。 

为解决上述问题，文献[18]对平衡二元序列对

的互相关值的理论界做了进一步研究，以序列自相

关值最优为前提研究序列对互相关值的理论界，与

Sarwate 界相比，提高了互相关理论下界值，并提

出了周期为 1（mod 4）N ≡ 的自相关值为{1， 3}- 且满

足理论界的下界值为 N  
  的平衡最优二元序列对

的构造方法。在此思想的启发下，文献[19]对自相

关模值为 5 且周期为 1（mod 4）N ≡ 的平衡四元序

列对的互相关理论界进行了研究，并得到了满足理

论界要求的理想四元序列对；文献[20]从另一角度

进行了研究，当二元序列对的互相关值满足最优值

情况时，对周期为 1（mod 4）N ≡ 且以互相关值{1， 3}-

为前提，对这类序列对的自相关理论界进行了研

究，并得到了满足自相关理论下界值的最优二元序

列对的构造方法，但是得到的最优二元序列对相当

有限，在周期 300N ≤ 内，仅存在 5，37，101，197N =

这 4 种情况。 

为了获得更多的最优二元序列对，本文在文献[20]

的基础上，通过在二元序列中引入一个 0 元素，首

先对（几乎）二元序列对的互相关值和自相关值的

取值情况进行了讨论，得出最大互相关值 cθ 分别为

1、2、3 这 3 种情况；其次以互相关值最优（即

1，2cθ = ）或几乎最优（即 3cθ = ）的分布值情况为

前提，推导出周期为 1（mod 4）N ≡ 的平衡几乎二元

序列对的自相关函数值所满足的理论界；最后基于

四阶分圆类的方法，提出了满足（几乎）最优互相

关值和自相关理论界下界值的平衡（几乎）最优几

乎二元序列对的构造方法。 

2  基本概念及引理   

定义 1  若周期为 N 的序列 1
0{ （ ）}N

tu u t -
== 满足

式（1）。 

 
*

（0）， 0

（ ） 1，

1， \N

u t

u t t U

t Z U

 =
 = ∈ 
 - ∈ 

 （1） 

其中， * \ {0}N NZ Z= 。当 （0） { 1}u ∈ ± 时，称序列u 为

二元序列；当 （0） 0u = 时，称序列u 为几乎二元序列，

本文用 'u 来表示。 
为了便于描述，本文约定只考虑 （0） 1u = - 的情

况，那么集合 {0 1： （ ） 1}U t N u t= ＜ - =≤ 称为二元序

列 u 的特征集，集合 ' {0 1： '（ ） 1}U t N u t= ＜ - =≤ 称

为几乎二元序列 'u 的特征集。序列u 和 'u 分别称为

集合U 和 'U 的特征序列。

                   

 
对于二元序列，如果 N 是奇数， （ 1）/2U N= - ，

则u 是平衡的；对于几乎二元序列，如果 N 是奇数，
 

（ 1）/2U N= - ，则 'u 是平衡的。 

定义 2  令u′和 v′是 2 个周期为 N 的几乎二

元序列，则序列对u′和 v′的周期互相关函数定义为 

  
1

，
0

（ ） （ ） （ ）
N

u v
t

R u t v tτ τ
-

′ ′
=

′ ′= +∑  （2） 

其中， 0 Nτ ＜≤ ， （mod ）t t Nτ τ+ = + 。若 u v′ ′= ，
则 ， （ ）u uR τ′ ′ 称为序列的周期自相关函数，简称为

（ ）uR τ′ 。 

定义 3  令 cθ 为序列 u′和 v′的最大互相关幅

度值， aθ 为序列u′和 v′的最大异相自相关幅度值，

分别定义为  

 ，max{| （ ） |： 0 }c u vR Nθ τ τ′ ′= ＜≤  （3） 

 max{| （ ） |，| （ ） |： 0 }a u vR R Nθ τ τ τ′ ′= ＜ ＜  （4） 

定义 4  令 iN 表示序列 u′和 v′互相关取值为



第 12 期 彭秀平等：周期为 1（mod4）N ≡ 的平衡最优几乎二元序列对 ·165· 

 

i 时的数量，定义为 ，| 0 ： （ ） |i u vN N R iτ τ′ ′= =≤ ≤ 。 

定义 5  设 4 1N f= + 为奇素数，α 是有限域

GF（ ）N 上的本原元，令 

   { }4 ， 0，1， ， 1 ， 0，1，2，3i t
iD t f iα += = …… … - =  （5） 

则称 iD 为GF（ ）N 上的四阶分圆类。令 

 （ ， ） （ 1） ， ， 0，1，2，3i ji j D D i j= + =∩  （6） 

其中， 1iD + 代表集合{ }1，i i id d D+ ∈ ， +“ ”代表和

模 N ，则称 （ ），i j 为基于GF（ ）N 的四阶分圆数。    

引理 1[21]  设 4 1N f= + 为奇素数，其中 f 为

正整数。 N 又可表示为 2 24N y x= + ，根据 f 的奇

偶性和 1（mod 4）x ≡ 或 3（mod 4）x ≡ 的不同取值将四

阶分圆数进行如下分类。 
当 f 为奇数时， NZ 上的四阶分圆数的关系如

式（7）所示， NZ 四阶分圆类的 5 个基本分圆数如

表 1 所示。 

 

（0，0） （2，0） （2，2）

（0，1） （1，3） （3，2）

（0，2）

（0，3） （1，2） （3，1）

（1，0） （1，1） （2，1） （2，3） （3，0） （3，3）

= =
= =

= =
= = = = =

 

（7）

 

表 1  f 为奇数时， NZ 四阶分圆类的 5 个基本分圆数 

（ ， ）i j  NZ 1（mod 4）x ≡  3（mod 4）x ≡  

16（0，0）  7 2N x- +  7 2N x- -  

16（0，1）  1 2 8N x y+ + -  1 2 8N x y+ - -

16（0， 2）  1 6N x+ -  1 6N x+ +  

16（0，3）  1 2 8N x y+ + +  1 2 8N x y+ - +

16（1，0）  3 2N x- -  3 2N x- +  
 

当 f 为偶数时， NZ 上的四阶分圆数的关系如式（8）

所示，四阶分圆类的 5 个基本分圆数如表 2 所示。 

 

（0，0）

（0，1） （1，0） （3，3）

（0，2） （2，0） （2，2）

（0，3） （1，1） （3，0）

（1，2） （1，3） （2，1） （2，3） （3，1） （3，2）

= =
= =
= =
= = = = =  （8）

 

引理 2[22]  对于素数 4 1N f= + ，则分圆数和式

满足 

 
3

0

1， 0
（ ， ）

， 1，2，3m

f n
m m n

f n=

- = 
+ =  = 

∑
 

（9） 

表 2  f 为偶数时， NZ 四阶分圆类的 5 个基本分圆数 

（ ， ）i j   1（mod 4）x ≡   3（mod 4）x ≡  

16（0，0）  11 6N x- -  11 6N x- +    

16（0，1）  3 2 8N x y- + +  3 2 8N x y- - +  

16（0， 2）  3 2N x- +  3 2N x- -  

16（0，3）  3 2 8N x y- + -  3 2 8N x y- - -  

16（1，0）   1 2N x+ -  1 2N x+ +  

 

3  平衡（几乎）二元序列的相关界限 

引入一个 0 元素后，新生成的几乎二元序列对

的相关值会发生变化，所以本节首先对（几乎）二

元序列对的互相关值和几乎二元序列的自相关值

进行证明。 
引理3  令 1（mod 4）N ≡ ，当u′和 v′为周期为 N

的平衡几乎二元序列时，互相关值有以下 3 种情况：

， （0） 0（mod 4）u vR ′ ′ ≡ ， ， （ ） 1（mod 4）u vR τ′ ′ ≡ ， ， （ ）u vR τ′ ′ ≡  

3（mod 4） 。 

证明  令 *=Z \NU U ， *= \NV Z V ，u′和 v′的互

相关函数值可以计算为 

 

，

* *

*

*

* *

* *

（ ） |{ ， } | +

|{ \ ， \ } |

|{ ， \ } |

|{ \ ， } | =

4|（ + ） |+|（ ） |

2|（ ） | 2|（ + ） |

u v

N N N

N N

N N

N N

N N

R t t U t V

t Z t Z U t Z V

t Z t U t Z V

t Z t Z U t V

U V Z Z

Z V U Z

τ τ

τ

τ

τ

τ τ

τ τ

′ ′ = ∈ + ∈

∈ ∈ + ∈ -

∈ ∈ + ∈ -

∈ ∈ + ∈

+ -

+ -

∩ ∩

∩ ∩

：

：

：

：

 

由于 u′ 和 v′ 是平衡几乎二元序列，因此

1
| | | |

2

N
U V

-
= = 。 

当 =0τ 时，可以得到 

 ， （0） 4|（ + ） |+ 1 2| | 2 | | =

4|（ + ） |+ 1 2（ 1） 0（mod 4）
u vR U V N U V

U V N N

τ

τ
′ ′ = - - -

- - - ≡

∩

∩
 

当 *
NZτ ∈ 时，分为以下 4 种情况进行讨论。 

1） +U τ 包含 0 元素， *
NZ τ+ 中未包含V 中全

部的元素时，有 

， （ ）= 2+4|（ + ） | 2（| | 1） 2（| | 1）

2+4|（ + ） | 4（| | 1） 2（mod 4）

3（mod 4）

u vR N U V U V

N U V U N

τ τ

τ
′ ′ - - - - - =

- - - ≡ - ≡

∩

∩      

2） U τ+ 包含 0 元素， * +NZ τ 中包含V 中全部

元素时，有 
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， （ ）= 2+4|（ + ） | 2（| | 1） 2 | |=

2+4|（ + ） | 2 +4 2 （mod 4）

1（mod 4）

u vR N U V U V

N U V N N

τ τ

τ
′ ′ - - - -

- - ≡ - ≡

∩

∩

 

3） U τ+ 不包含 0 元素， * +NZ τ 中未包含V 中

全部元素时，有 

 
， （ ）= 2+4|（ + ） | 2| | 2（| | 1）=

2+4|（ + ） | 2 +4 2 （mod 4）

1（mod 4）

u vR N U V U V

N U V N N

τ τ

τ
′ ′ - - - -

- - ≡ - ≡

∩

∩

 4） U τ+ 不包含 0 元素， * +NZ τ 中包含V 中全

部元素时，有 

  ， （ ）= 2+4|（ + ） | 2| | 2 | |

2（mod 4） 3（mod 4）
u vR N U V U V

N

τ τ′ ′ - - - ≡

- ≡

∩
            

综上所述，当 0τ ≠ 时有 ， （ ） 1（mod 4）u vR τ′ ′ ≡ 和

， （ ） 3（mod 4）u vR τ′ ′ ≡ 这 2 种情况。证毕。 

引理 4  令 1（mod 4）N ≡ ，当u 和 v′分别为周期

为N 的平衡二元序列和平衡几乎二元序列时，互相关

值有 ， （ ） 0（mod 4）u vR τ′ ≡ 和 ， （ ） 2（mod 4）u vR τ′ ≡ 这 2 种

情况。 

证明  u 和 v′的互相关函数值可以计算为 

 
，

*

（ ）=4|（ + ） |+ 1

2|（ ） | 2|（ + ） |

u v

N N

R U V N

Z V U Z

τ τ

τ τ
′ - -

+ -

∩

∩ ∩
  

由于 （0） 1u = - ， v′ 是几乎二元序列，因此

1
| | | |

2

N
U V

-
= = 。 

当 0τ = 时，可以得到 

， （0） 4|（ + ） |+ 1 2| | 2 | |

4|（ + ） | （ 1） 0（mod 4）
u vR U V N U V

U V N

τ

τ
′ = - - - =

- - ≡

∩

∩
 

当 *
NZτ ∈ 时，分为以下 2 种情况进行讨论。 

1） +U τ 不包含 0 元素时，则 

 ， （ ）= 1+4|（ + ） | 2| | 2 | |

1 （mod 4） 0（mod 4）
u vR N U V U V

N

τ τ′ - - - ≡

- ≡

∩
 

2） +U τ 包含 0 元素时，则 

， （ ）= 1+4|（ + ） | 2（| | 1） 2 | |

1（mod 4） 2（mod 4）
u vR N U V U V

N

τ τ′ - - - - ≡

+ ≡

∩
 

综上所述，当 0τ ≠ 时，有 ， （ ） 0（mod 4）u vR τ′ ≡ 和

， （ ） 2（mod 4）u vR τ′ ≡ 这 2 种情况。证毕。 

引理 5  令 1（mod 4）N ≡ ，当 u′为周期为 N 的

平衡几乎二元序列时，其自相关函数值有

（ 0） 1（mod 4）uR τ′ ≠ ≡ 和 （ 0） 3（mod 4）uR τ′ ≠ ≡ 这 2 种

情况。 

证明  当u v′ ′= 时，引理 5 是引理 3 的特殊情

况，根据引理 3 可知引理 5 结论成立。证毕。 

通过引理 3 可知，当 2 条序列都为平衡几乎二

元序列时，2 条序列的最大互相关值的最小值为

1cθ = ，这时称平衡几乎二元序列对为平衡最优互

相关的 I 型−几乎二元序列对。为了获取更多满足应

用需求的几乎二元序列对，本文对 3cθ = 的平衡几

乎二元序列对的理论界及构造方法进行了研究，这

时称平衡几乎二元序列对为平衡几乎最优互相关

的 I 型−几乎二元序列对。通过引理 4 可知，当一条

序列为平衡几乎二元序列，另一条序列为平衡二元

序列时，2 条序列的最大互相关值 cθ 的最小值为

2cθ = ，这时称平衡几乎二元序列对为平衡最优互

相关的 II 型−几乎二元序列对。 
本文将采用式 （10）和式 （11）[23]证明 aθ 的下 

界值。 

 
1 1 1

，
=0 0 0

（ ） （ ）（ ）
N N N

u v t t
t t

R u v
τ

τ
- -

= =

=∑ ∑ ∑
-

 （10） 

          
1 1

2
，

=0 0

（ （ ）） （ ） （ ）
N N

u v u vR R R
τ τ

τ τ τ
- -

=

=∑ ∑  （11） 

引理 6  设 'u 和 'v 是几乎二元序列，u 是二元

序列，且 'u 、 'v 和 u 均为周期为 1 mod 4）N ≡（ 的平

衡序列，则具有平衡最优或平衡几乎最优互相关的

I 型−几乎二元序列对和具有平衡最优互相关的 II

型−几乎二元序列对的互相关值的分布情况如表 3

所示。 

证明  以序列对为平衡最优互相关的 II 型−几
乎二元序列对为例进行证明。当 2cθ = 时，由引理 4

可得 0 （ =0）=1N τ ，互相关值有 3 种情况，即

， （ 0） {{0，2}，{0， 2}，{0， 2}}u vR τ′ ＞ ∈ - ± ，下面分别对这 3 种

情况进行讨论。令 0 ，=|{0 ： （ ） 0} |u vN N Rτ τ′＜ ＜ = ，

2 ，=|{0 ： （ ） 2}|u vN N Rτ τ′＜ ＜ = ， 2 ，=|{0 ： （ ） 2}|u vN N Rτ τ′- ＜ ＜ =- 。 

1） 若 ， （ ） {0，2}u vR τ′ ∈ ， 由 式 （10） 可 得

1

， 0 2
=0

（ ） 0+ 2 0
N

u vR N N
τ

τ
-

′ = × × =∑ ，可得 2 =0N ，由于 2N

为正整数，所以这种情况不存在。 
2） 若 ， （ ） {0， 2}u vR τ′ ∈ - ，与情况 1）分析类似，可

知 ， （ ） {0 2}u vR τ′ ∈ -， 的情况也不存在。 

3） 若 ， （ ） {0， 2}u vR τ′ ∈ ± ， 由 引 理 4 可 知
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， （ 0）u vR τ′ ＞ 的 值 会 出 现 ， （ ） 0（mod 4）u vR τ′ ≡ 和

， （ ） 2（mod 4）u vR τ′ ≡ 这 2 种情况，由于 2cθ = ，因此满

足 ， （ ） 0（mod 4）u vR τ′ ≡ 的互相关值为 ， （ ） 0u vR τ′ = ，又由

情况 1）和情况 2）分析可知， ， （ ） {0，2}u vR τ′ ∈ 和

， （ ） {0， 2}u vR τ′ ∈ - 这 2 种情况不存在，因此必有互相关

值 ， （ ） {0， 2}u vR τ′ ∈ ± 成立。在分析 0N 、 2N 、 2N- 的个

数时，主要是分析引理 4 中互相关式 ， （ ）=u vR τ′  
*4|（ + ） |+ 1 2|（ ） | 2|（ + ） |N NU V N Z V U Zτ τ τ- - + -∩ ∩ ∩

中 *|（ + ） |NU Zτ ∩ 的部分。在互相关分情况讨论中，由

于
1

| |=
2

N
U

-
，随着τ 的变化， +U τ 不包含 0 元素

的情况有
1

2

N -
个，所以满足 ， （ ） 0（mod 4）u vR τ′ ≡ 的值

有
1

2

N -
个； +U τ 包含 0 元素的个数有

1

2

N -
个，所

以满足 ， （ ） 2（mod 4）u vR τ′ ≡ 的值有
1

2

N -
个。由式（10）

可 得
1

， 0 2 2
=0

（ ） 0+ 2+ （ 2） 0
N

u vR N N N
τ

τ
-

-= × × × - =∑ ， 所 以

2 2=N N- ，综上所述， 0

+1
=

2

N
N ， 2

1
=

4

N
N

-
，

2

1
=

4

N
N-

-
。 

其他情况可按类似方法分析得到。证毕。 

接下来，基于表 3 中列出的 3 种类型的具有平

衡（几乎）最优互相关的几乎二元序列对互相关函

数值及其分布情况，分别给出 3 种类型的几乎二元

序列的自相关函数理论界。 
定理 1  设u′ 和 v′是周期为 1（mod 4）N ≡ 且具

有最优互相关的平衡 I 型−几乎二元序列对，即

1cθ = ，则序列u′和v′的最大异相自相关幅值满足 

 
1

a

N N

N N
θ

     
     
 
    +      

， 是奇数
≥

， 是偶数
 （12） 

证明  将引理 6 中得到的 0 =1N 、 1

1
=

2

N
N

-
、

1

1
=

2

N
N-

-
代入式（11）左边可得

 1
2 2 2

，
=0

1 1
（ ）） （ 1） 1 = 1

2 2

N

u v

N N
R N

τ

τ
- - -

= - × + × -∑（  （13） 

由于 max{| （ ） |，| （ ） |： 0 }a u vR R Nθ τ τ τ′ ′= ＜ ＜ ，则

式（11）右边为 

 
1 1

2

0 1

（ ） （ ） （ 1） （ ） （ ）
N N

u v u vR R N R R
τ τ

τ τ τ τ
- -

= =

= - +∑ ∑ ≥   

 2 2（ 1） （ 1） aN N θ- - -  （14） 

结合式（13）和式（14），可得 

 2 21 （ 1） （ 1） aN N N θ- - - -≥  （15） 

对式（15）化简，可得 

 2 2a Nθ -≥
 

由 引 理 5 可 得 2 1（mod 4）aθ ≡ ， 而

2 3（mod 4）N - ≡ ， 1 0（mod 4）N - ≡ ，所以 2
a Nθ ≥ ，

从而可得到式（12）结论。证毕。 
定理 2  设 u 和 v′是周期为 1（mod 4）N ≡ 且具

有最优互相关的平衡 II 型−几乎二元序列对，即

2cθ = ，则序列u 和 v′的最大异相自相关幅值满足 

 
1

a

N N

N N
θ

     
     
 
    +      

， 是奇数
≥

， 是偶数
 （16）

 

证明  定理 2 的证明与定理 1 证明类似。 
定理 3  u′和 v′是周期为 1（mod 4）N ≡ 且具有

几乎最优互相关的平衡 I 型−几乎二元序列对，即

3cθ = ，则序列u′和 v′的最大异相自相关幅值满足 

 
8 8

8 1 8
a

N N

N N
θ

     - -     
 
    - + -      

， 是奇数
≥

， 是偶数
 （17）

 

表 3 几乎二元序列对的互相关值分布情况 

  cθ   序列类型  互相关值 iN

  1   
平衡最优互相关 I 型−几乎二元序列对 

 ， （ ） {0，1， 1}u vR τ′ ′ ∈ -
       0 =1N ， 1

1
=

2

N
N

-
， 1

1
=

2

N
N-

-
 

  2   
平衡最优互相关 II 型−几乎二元序列对 

  
， （ ） {0， 2， 2}u vR τ′ ∈ -

 

   
0

+1
=

2

N
N ， 2

1
=

4

N
N

-
， 2

1
=

4

N
N-

-
 

  3
 

平衡几乎最优互相关 I 型−几乎二元序列对 
  

， （ ） {0，3， 3}u vR τ′ ′ ∈ -
    0 =1N ， 3

1
=

2

N
N

-
， 3

1
=

2

N
N-

-
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证明  定理 3 的证明与定理 1 证明类似。 

定义 6  设u′和 v′是几乎二元序列，u 是二元

序列，且 u′、 v′和 u 均为周期为 1 mod 4）N ≡（ 的平

衡序列，当u′和 v′为具有最优互相关的平衡 I 型−
几乎二元序列对且 aθ 满足式（12）下界值时，称u′和

v′为平衡最优几乎二元序列对。当u 和 v′为具有最

优互相关的平衡 II 型−几乎二元序列对且 aθ 满足式

（16）下界时，称u 和 v′为平衡最优几乎二元序列对。

当u′和 v′为具有几乎最优互相关平衡 I 型−几乎二元

序列对且 aθ 满足式（17）下界值时，称u′和 'v 为平衡几

乎最优几乎二元序列对。 

4  平衡 （几乎）最优几乎二元序列对构造 

本节将分别给出满足定义 6 的周期为素数

4 1N f= + 的平衡最优几乎二元序列对和平衡几乎

最优几乎二元序列对的构造方法。 

定理 4  令 2 24 1=4N f y x= + + 为一奇素数，其

中 ， f 为 整 数 ， y 为 整 数 。 当  

0 1=U U D D′ = ∪ ， 0 3=V V D D′ = ∪ ，几乎二元序列对

u′和 v′、u′和 v 、u 和 v′的其他参数满足表 4 所示

要求时，得到的序列对为平衡最优几乎二元序列对

或平衡几乎最优几乎二元序列对。 
证 明  以 f 为 奇 数 ， 1x = ， 特 征 集 合

0 1U D D′ = ∪ ， 0 3V D D′ = ∪ 的平衡几乎二元序列对

为例进行证明。首先考虑u′和 v′的互相关，当 0τ =

时，容易得到 ， （0） 0u vR ′ ′ = 。当 0τ ≠ 时，存在一个整

数 k （ 0 4k ＜≤ ） ，使 kDτ ∈ ，由于 （0） （ ）u v τ′ ′ +  

（0） （ ） 0v u N τ′ - = ，则  

 

3

，
0

3 3

1 2
0 0

3

3
0

（ ） （ 1） | （ ） |

| （ ） | （ 1） | （ ） |

| （ ） |

k
u v k k

k

k
k k k k

k k

k k
k

R D D

D D D D

D D

τ τ

τ τ

τ

′ ′
=

+ +
= =

+
=

= - + +

+ - - + -

+

∑

∑ ∑

∑

∩

∩ ∩

∩

    

 

 

由于 kDτ ∈ ，可得 1
kDτ -

-∈ 。对上式等号左边

各项均乘以 1τ - 并化简可得 
3

，
0

3

1
0

3 3

2 3
0 0

（ ）= （ 1） | （ 1） |

| （ ） |

（ 1） | （ ） | | （ ） |

h
u v h k h k

h

h k h k
h

h
h k h k h k h k

h h

R D D

D D

D D D D

τ

τ

τ τ

′ ′ - -
=

+ - -
=

+ - - + - -
= =

- + +

+ -

- + - +

∑

∑

∑ ∑

∩

∩

∩ ∩

           

根据分圆数的定义（见式（6）），将上式转换成

分圆数的形式，并根据引理 2 进行化简可得 

 

3 3 3

，
0 0 0

3

0

（ ） （ ， ） （ ， 1） （ ， 2）

（ ， 3） 2（1 ，1 ） 2（3 ，3 ）

2（ ，2 ） 2（2 ， ）

2 1 2（1 ，1 ） 2（3 ，3 ）

u v
m m m

m

R m m m m m m

m m k k k k

k k k k

f k k k k

τ′ ′
= = =

=

= + + + + -

+ - - - - - - -

- - - - - =
- - - - - - - -

∑ ∑ ∑

∑    

表 4 满足条件的平衡（几乎）最优几乎二元序列对 

序列 特征集 互相关值 自相关值 x 值 最优性 

，u v′ ′  ，U V′ ′  ，

0 1

1
（ ）= ，

2
1

，
2

u v

N
R x

N
x

τ′ ′

 
 
 - 
 
 

- 
-  

， 次

次

次

 

1 1

1
（ ）= 1 2 ，

2
1

1 2 ，
2

u v

N

N
R y

N
y

τ′ ′

 
 -
 - - - 
 

- 
- +  

（ ）

， 次

次

次

 

1x = ± 最优 

3x = ±  
几乎 
最优 

， （ ， ）u v u v′ ′  ， （ ， ）U V U V′ ′  ， ， ）

1
0

2
1

（ ）= 1，
4

1
1，

4

u v u v

N

N
R x

N
x

τ′ ′

+ 
 
 

- + 
 

- 
- -  

（

， 次

次

次

 

1 1

1
（ ）= 1 2 ，

2
1

1 2 ，
2

1

1
（ ）= 1 2 ，

2
1

1 2 ，
2

u v

u v

N

N
R y

N
y

N

N
R y

N
y

τ

τ

′ ′

 
 -
 - - - 
 

- 
- +  

 
 
 - - - 
 

- 
- +  

（ ）

（ ）

， 次

次

次

， 次

次

次

 1x =
 

 

最优
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 0 2

1 3

，
2（ ，2 ） 2（2 ， ）

，

x D D
k k k k

x D D

τ
τ
∈ 

- - - - - =  - ∈ 

∪
∪

 

因此， | | 1c xθ = = ，满足引理 6 的结论，u′和v′为具

有最优互相关的平衡 I 型−几乎二元序列对。证毕。 

与计算u′和 v′的互相关函数值方法类似，可得

u′和 v′的自相关函数值分别为

 
 0 2

1 3

1， 0

（ ） 1 2

1 2 ，
u

N

R y D D

y D D

τ
τ τ

τ
′

- = 
 = - - ∈ 
 - + ∈ 

， ∪
∪

 

 0 2

1 3

1， 0

（ ） 1 2

1 2 ，
v

N

R y D D

y D D

τ
τ τ

τ
′

- = 
 = - + ∈ 
 - - ∈ 

， ∪
∪  

由上述分析可知， 2 | | 1a yθ = + 。通过定理 1

得到的界限为 2（4 1） 2 | | 1a N y yθ     = + = +    ≥ ，

所以本文方法得到的 aθ 值满足式（12）的下界值。根

据定义 6 知u′和 v′为平衡最优几乎二元序列对。 

类似地，当 1x = - 时，也可得到u′和 v′为平衡

最优几乎二元序列对；当 3x = ± 时， u′和 v′为平衡几

乎最优几乎二元序列对；当取 1x = 时，u′和 v 或u

和 v′为平衡最优几乎二元序列对。  

例 1  设 2 237 4 3 1N = = × + ， 2α = ，可得

0 {1，7，9，10，12，16，26，33，34}D = ， 1 {2，14，15，18，D =  

20，24，29，31，32}， 2 {3，4，11，21，25，27，28，30，36}D = ，

3 {5，6，8，13，17，19，22，23，35}D = 。根据定理 4 可知，

序列 u′ 和 v′ 分别为 {0，1，1， 1， 1， 1， 1，1， 1，u′ = - - - - -  

1，1， 1，1， 1，1，1，1， 1，1， 1，1， 1， 1， 1，1， 1，1 1 1，1- - - - - - - - - - -， ， ，  

1，1，1，1，1， 1， 1}- - ， {0，1， 1， 1， 1，1，1，1，1，1，1， 1，1，1， 1，v′ = - - - - -  

1，1，1， 1，- - 1， 1， 1，1，1， 1， 1，1， 1， 1， 1， 1， 1，- - - - - - - - - 1，1，-  

1，1， 1}- 通过计算可知，序列对 'u 和 'v 的互相关值为 

， （ ） {0，1， 1，1，1， 1， 1，1， 1，1，1，1，1， 1， 1， 1，1，

1， 1， 1， 1，1， 1， 1， 1，1，1，1，1， 1，1， 1， 1，1，1， 1，1}
u vR τ′ ′ = - - - - - - -

- - - - - - - - - - -
  

序列u′和 v′的自相关值分别为 

 

（ ） {36， 7，5， 7， 7，5，5， 7，5， 7， 7， 7，

7，5，5，5， 7，5，5，5，5， 7，5，5，5， 7， 7， 7， 7，5，

7，5，5， 7 7，5， 7}

（ ） {36，5， 7，5，5， 7， 7，5， 7，5，5，5，5， 7，

7， 7，5， 7， 7， 7， 7，5， 7， 7， 7，5，5，5，5，

7，5， 7， 7，5，5， 7，

u

v

R

R

τ

τ

′

′

= - - - - - - -

- - - - - - -
- - - -

= - - - - -

- - - - - - - - - -
- - -

，

5}

     

显然，当 =37N 时有 1cθ = 和 7aθ = 满足引理 6

的要求和定理 1 的下界值，可知得到的序列对u′和
v′为平衡最优几乎二元序列对。而对于相同周期长

度，通过文献[20]的方法得到 3cθ = 和 7aθ = ，可知

在相同 aθ 值情况下本文得到的序列对的 cθ 更小。 

当 =37N ， u′ 和 v 的 特 征 集 合 分 别 为

0 1U D D′ = ∪ ， 0 3=V D D∪ 时，可得 2cθ = ， 7aθ = 满

足引理 6 的要求和定理 2 的下界值，所以序列对u′

和 v 为平衡最优几乎二元序列对。同样与文献[20]
中方法得到的最优二元序列对相比，在相同 aθ 值情

况下本文得到的序列对的 cθ 更小。 

当 =13N ，u′和 v′的特征集合为 0 1U D D′ = ∪ ，
'

0 3=V D D∪ 时，可得 3cθ = ， 3aθ = ，满足引理 6 的

表 5  现有的平衡（几乎）最优几乎二元序列对的比较 

周期 N  序列对 互相关 自相关 理论界 f  参考文献 

2= 4

1（mod 4）

N x

x

+
≡

 平衡二元序列对 {1， ， 2}x x- ±  {1， 3}-  
3a

c N

θ

θ

=

  
  ≥  f 为奇数 文献[18] 

2=1 4

1（mod 2）

N y

y

+
≡

 平衡二元序列对 {1， 3}-  { 1 2 }y- ±  
3c

a N

θ

θ

=

  
  ≥  f 为奇数 文献[20] 

2=1 4

0

N y

y

+
＞

 平衡最优几乎二元序列对 {0， 1}±  { 1 2 }y- ±  
1c

a N

θ

θ

=

  
  ≥  

f 为奇数 

f 为偶数 
定理 4 

2=1 4

0

N y

y

+
＞

 平衡最优几乎二元序列对
 

{0， 2}±  { 1 2 }y- ±  
2c

a N

θ

θ

=

  
  ≥  

f 为奇数 

f 为偶数 
定理 4 

2 2=4 （ 3）

0

N y

y

+ -
＜

 

平衡几乎最优几乎二元序列对 {0， 3}±  { 1 2 }y- ±  

3cθ =  f 为奇数 

定理 4 
2 2=4 （ 3）

0

N y

y

+ -
＞

8a Nθ   -  ≥
 

f 为偶数 
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要求和定理 3 的下界值，所以u′和 v′为平衡几乎最

优几乎二元序列对。其互相关最大值虽然与文献[20]
提出的界限相同，但是不再限定 f 为奇数，拓宽了

最优序列对的存在空间。 

5  结束语 

本文通过在二元序列基础上引入一个 0 元素的

方式，首先对周期为 1（mod 4）N ≡ 的两类（几乎）

二元序列对的互相关函数值的最小值进行了研究，

然后在此互相关值基础上，对序列对中序列的自相

关值的理论界进行了研究，最后基于四阶分圆类，

构造了4对满足定理1～定理3中理论界下界值的周

期为 1（mod 4）N ≡ 的平衡（几乎）最优相关特性的几

乎二元序列对。表 5 列出了本文与目前已有的平衡

最优二元序列对在性能参数方面的对比情况。由表 5

可知，与文献[18]相比，文献[18]是在序列具有最优

自相关的前提下得到了序列对互相关满足的理论

界。与文献[20]相比，虽然文献[20]满足最优二元序

列对的理论界，但是限定 f 为奇数，导致存在空间

相 当 有 限 ， 在 300N ≤ 内 仅 存 在 周 期 为

5，37，101，197N = 这 4 种情况，而本文将 f 的取值扩

展到任意整数可得到更多满足理论界的序列对，同

样在 300N ≤ 的范围内，本文可得到的平衡（几乎）

最优序列对周期为 =5，13，17，37，73，101，109，197，257N

这 9 种情况，拓宽了序列存在空间。在文献[20]
中，只构造了满足 3cθ = 的序列对，而在本文中，

构造了 1cθ = 、 2cθ = 和 3cθ = 的 3 种几乎二元序

列对，进一步改善了序列相关性的同时也为实际

工程应用和通信系统提供了更多的可供选择的序

列对。 
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